
Ìàòåìàòèêà
Ðåøåíèå îòêðûòîãî áèëåòà

11 êëàññ

Òåêñòû çàäà÷ â ÷èñòîâèê ìîæíî íå ïåðåïèñûâàòü. Äîñòàòî÷íî êðàòêîé
çàïèñè óñëîâèÿ.

1. Óïðîñòèòå äî ÷èñëîâîãî îòâåòà âûðàæåíèå
(

1 +
a

x
+
a2

x2

)
·
(

1− a

x

)
· x3

a3 − x3

Ðåøåíèå.

1) 1 + a
x + a2

x2 = x2+ax+a2

x2

2) 1− a
x = x−a

x

3) x3

a3−x3 = x3

(a−x)·(a2+ax+x2)

4) x2+ax+a2

x2 · x−ax · x3

(a−x)·(a2+ax+x2) = −1

Îòâåò: −1

2. Èç îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà ÿáëîê ïîëó÷èëè 0,6 êã ñîêà. Íàéäèòå,
ñêîëüêî äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü ÿáëîê, åñëè èç ñâåæèõ ÿáëîê ïîëó÷àåòñÿ
24% ñîêà. Îòâåò âûðàçèòå â êèëîãðàììàõ.
Ðåøåíèå. Ñâåæèå ÿáëîêè ñîäåðæàò ñîê (24%) è êëåò÷àòêó (76%).
Ñîãëàñíî óñëîâèþ, 24% ñîêà ñîñòàâëÿåò 0,6 êã, à 100% âåùåñòâà
ñîñòàâëÿþò x êã. Òîãäà

0,6 êã− 24%

x êã− 100%

Îòñþäà,
x =

0, 6 · 100

24
= 2, 5 êã.

Îòâåò: 2,5

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 25
x
2 + 20

5x ≥ 9.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x ∈ R.
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Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå
(
52)x2 +

20

5x
− 9 ≥ 0 =⇒ 5x +

20

5x
− 9 ≥ 0.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = 5x, t > 0. Òîãäà èìååì{
t+ 20

t − 9 ≥ 0,

t > 0,
=⇒

{
t2 − 9t+ 20 ≥ 0,

t > 0.

Ðåøèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Íàéäåì
íóëè ôóíêöèè f(t) = t2 − 9t+ 20.
Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü â ðàáîòå!

t2 − 9t+ 20 = 0; t1,2 =
9±√92 − 4 · 20

2
=

9± 1

2
; t1 = 5; t2 = 4.

t4 50


t ≤ 4,

t ≥ 5,

t > 0,

⇒
[

0 < t ≤ 4,

t ≥ 5.

Âåðíåìñÿ ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé:[
0 < 5x ≤ 4,

5x ≥ 5.

Ïîÿñíåíèÿ äîëæíû áûòü â ðàáîòå îáÿçàòåëüíî!
Òàê êàê îñíîâàíèå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè 5 > 1, òî ïîêàçàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ. Ïðè ïåðåõîäå ê íåðàâåíñòâó äëÿ
ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ.[
x ≤ log5 4,

x ≥ 1.

⇒ x ∈ (−∞; log5 4] ∪ [1; +∞) .

Îòâåò: (−∞; log5 4] ∪ [1; +∞)
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4. Âû÷èñëèòå
sin 7π

15 − sin π
5

cos 3π
10 − cos π

30

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå:

sinα− sin β = 2 · sin α− β
2
· cos

α + β

2
,

cosα− cos β = −2 · sin α + β

2
· sin α− β

2
.

sin 7π
15 − sin π

5

cos 3π
10 − cos π

30

=
2 sin

7π
15−π5

2 · cos
7π
15 +π

5

2

−2 sin
3π
10 + π

30

2 · sin 3π
10− π

30

2

=

=
2 sin 2π

15 · cos π
3

−2 sin π
6 · sin 2π

15

= −
1
2
1
2

= −1.

Îòâåò: −1

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x− 3) · (√2x− 3 +
√
x− 1

)
= 2 · (x− 3)

Ðåøåíèå. Ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ñòîðîíó è âûíåñåì îáùèé
ìíîæèòåëü (x− 3)

(x− 3) · (√2x− 3 +
√
x− 1− 2

)
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè
[
x− 3 = 0,√

2x− 3 +
√
x− 1− 2 = 0.

Ðåøèì êàæäîå óðàâíåíèå. Çàòåì îáÿçàòåëüíî âûïîëíèì ïðîâåðêó, ÷òîáû
îòáðîñèòü ïîñòîðîííèå êîðíè.
x− 3 = 0⇒ x1 = 3. Ðåøèì óðàâíåíèå

√
2x− 3 +

√
x− 1− 2 = 0.

Óåäèíèì îäèí èç ðàäèêàëîâ, çàòåì âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò, ÷òîáû
èçáàâèòüñÿ îò âíåøíåãî êîðíÿ.
√

2x− 3 = 2−√x− 1,
(√

2x− 3
)2

=
(
2−√x− 1

)2,
2x− 3 = 4− 4

√
x− 1 + x− 1, 4

√
x− 1 = 6− x.
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Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ îäíèì êâàäðàòíûì êîðíåì ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ ñèñòåìû

√
f(x) = ϕ(x) ⇔

{
ϕ(x) ≥ 0,

f(x) = ϕ2(x).

Òàê êàê çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî
îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x: x ≤ 6. Ýòèì
îãðàíè÷åíèåì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îòáîðå êîðíåé óðàâíåíèÿ.
Ïîâòîðíî âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò
âíåøíåãî êîðíÿ:

(
4
√
x− 1

)2
= (6− x)2, 16x− 16 = 36− 12x+ x2,

x2 − 28x+ 52 = 0.

Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íóæíî ïðèâîäèòü ïîëíîñòüþ!

x1,2 =
28±√282 − 4 · 52

2
=

28±√576

2
=

28± 24

2
;

x2 = 2 èëè x3 = 26 (x3 = 26 � ïîñòîðîííåå ðåøåíèå, òàê êàê
íå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ x ≤ 6).
Ïðîâåðêà. Ïîäñòàâèì íàéäåííûå êîðíè â èñõîäíîå óðàâíåíèå.
x1 = 3 0·(√3+

√
2) = 2·0, 0 = 0 � èñòèíà⇒ x1 = 3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

óðàâíåíèÿ. Çàìå÷àíèå. Çäåñü îäèí èç ìíîæèòåëåé îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Ïðè ïðîâåðêå íóæíî îáÿçàòåëüíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîé ìíîæèòåëü,
ñîäåðæàùèé èððàöèîíàëüíîñòè, íå òåðÿåò ñìûñëà.
x2 = 2 −1 · (√1 +

√
1) = 2 · (−1), −2 = −2 � èñòèíà ⇒ x2 = 2

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ.
x3 = 26 23 · (√49 +

√
25) = 2 · 23 ⇒ 23 · 12 = 23 · 2 � ëîæíî ⇒

x3 = 26 ∈ ∅ (Ýòî òàê æå ñëåäóåò èç âûøåïðèâåäåííîãî îãðàíè÷åíèÿ íà
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x: x ≤ 6.)
Îòâåò: 2; 3
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6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log 1
3

3x−1
x+5 ≤ 1

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 3x−1
x+5 > 0. Ðåøèì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.

x-5 1

3

+ - +

Èòàê, ÎÄÇ: x ∈ (−∞;−5) ∪ (1
3 ; +∞).

Ïåðåéäåì ê îäèíàêîâîìó îñíîâàíèþ 1
3 .

log 1
3

3x− 1

x+ 5
≤ 1 =⇒ log 1

3

3x− 1

x+ 5
≤ log 1

3

1

3
.

Òàê êàê îñíîâàíèå ëîãàðèôìà 0 < 1
3 < 1, òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ. Ïðè ïåðåõîäå ê íåðàâåíñòâó äëÿ âûðàæåíèé ïîä
çíàêîì ëîãàðèôìà çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ.

3x− 1

x+ 5
≥ 1

3
=⇒ 3x− 1

x+ 5
− 1

3
≥ 0 =⇒

9x− 3− x− 5

3(x+ 5)
≥ 0 =⇒ 8x− 8

3(x+ 5)
≥ 0 =⇒ x− 1

x+ 5
≥ 0.

Ðåøèì íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.

x-5 1

+ - +

x ∈ (−∞;−5) ∪ [1; +∞).
Ó÷èòûâàÿ ÎÄÇ, ïîëó÷èì

x-5 1

3
-
1

x ∈ (−∞;−5) ∪ [1; +∞)

Îòâåò: (−∞;−5) ∪ [1; +∞)
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7. Äàíî óðàâíåíèå

sin (3π − 2x) + 1 = cos
(π

2
− x
)
− cos (π − x) .

à) Ðåøèòå óðàâíåíèå.
á) Íàéäèòå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó

[
π
2 ; 2π

)
.

Ðåøåíèå. à) Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëàìè ïðèâåäåíèÿ:

sin (3π − 2x) = sin 2x, cos
(π

2
− x
)

= sin x, cos (π − x) = − cosx.

Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

sin 2x+1 = sin x+cos x =⇒ 2·sinx·cos x+sin2 x+cos2 x = sin x+cos x,

(sin x+ cos x)2 = sin x+cos x =⇒ (sinx+ cos x)2−(sin x+ cos x) = 0,

(sin x+ cos x) · (sinx+ cos x− 1) = 0 ⇐⇒

⇔
[

sinx+ cos x = 0,

sinx+ cos x = 1,
⇒

[
tgx = −1,

sin
(
x+ π

4

)
=
√

2
2 .

⇒


x = −π

4 + πn, n ∈ Z;

x = −π
4 + π

4 + 2πk, k ∈ Z;

x = −π
4 + 3π

4 + 2πm, m ∈ Z;

⇒


x = −π

4 + πn, n ∈ Z;

x = 2πk, k ∈ Z;

x = π
2 + 2πm, m ∈ Z.

á) Íàéäåì óãëû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
[
π
2 ; 2π

)
. Ïîäñòàâèì â îáùåå

ðåøåíèå x = −π
4 + πn, n ∈ Z, öåëûå çíà÷åíèÿ n. Òàê êàê çàäàí

îòðåçîê ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé óãëîâ, òî è çíà÷åíèÿ n áóäåì áðàòü
öåëûå ïîëîæèòåëüíûå.
n = 1 ⇒ x = 3π

4 ∈ [π2 ; 2π), n = 2 ⇒ x = 7π
4 ∈ [π2 ; 2π).

Ïîäñòàâèì â îáùåå ðåøåíèå x = 2πk, k ∈ Z, öåëûå çíà÷åíèÿ k. Òàê êàê
çàäàí îòðåçîê ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé óãëîâ, òî è çíà÷åíèÿ k áóäåì
áðàòü öåëûå ïîëîæèòåëüíûå. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
k x /∈ [π2 ; 2π).
Ïîäñòàâèì â îáùåå ðåøåíèå x = π

2 + 2πm, m ∈ Z, öåëûå çíà÷åíèÿ m.
Òàê êàê çàäàí îòðåçîê ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé óãëîâ, òî è çíà÷åíèÿ m
áóäåì áðàòü öåëûå ïîëîæèòåëüíûå.
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m = 0 ⇒ x = π
2 ∈ [π2 ; 2π).

Äëÿ îñòàëüíûõ n, m x /∈ [π2 ; 2π).
Îòâåò: x = −π

4 + πn, n ∈ Z; x = 2πk, k ∈ Z;

x = π
2 + 2πm, m ∈ Z; π

2 ; 3π
4 ; 7π

4

Çàìå÷àíèå. Êàê îáùåå ðåøåíèå, òàê è îòîáðàííûå óãëû ìîãóò áûòü
çàïèñàíû òîëüêî â ãðàäóñàõ.Ïðè ýòîì ñìåøàííàÿ çàïèñü åäèíèö
èçìåðåíèÿ óãëîâ, òàêàÿ êàê, íàïðèìåð, x = 90◦+2πn ñ÷èòàåòñÿ ãðóáîé
îøèáêîé.

8. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñàìè r è R êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå
A. ×åðåç òî÷êó B, ëåæàùóþ íà áîëüøåé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ,
êàñàþùàÿñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè â òî÷êå C. Íàéäèòå ðàäèóñ ìàëîé
îêðóæíîñòè, åñëè R = 25, AB = 35, BC = 28.

A

B

OO

KC

1

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíîé BC2 = AB ·BK.
Îòñþäà BK = BC2

AB = 112
5 . Òàê êàê AB = AK +BK,

òî AK = AB −BK, AK = 35− 112
5 = 63

5 .
Ðàññìîòðèì 4OAB è 4O1AK. Îíè ïîäîáíû (ïî äâóì óãëàì): 4OAB è
4O1AK ðàâíîáåäðåííûå è ∠A � îáùèé. Òîãäà

r

R
=
AK

AB
⇒ r = R · AK

AB
= 25 · 63

5
= 9.

Èòàê, ðàäèóñ ìàëîé îêðóæíîñòè r = 9.
Îòâåò: 9

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì áàëëîì, åñëè
ïðàâèëüíî âûïîëíåí ÷åðòåæ; ïðèâåäåíû áóêâåííûå âûðàæåíèÿ èñêîìûõ
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âåëè÷èí, è ëèøü çàòåì ïîäñòàâëåíû èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ; ïðèâåäåíî
ïîëíîå îáîñíîâàíèå ñ ññûëêàìè íà ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, òåîðåìû,
ïðèçíàêè ïîäîáèÿ.

9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

x2 − (3a− 1)|x|+ 2a2 − a = 0

èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ?
Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x ∈ R, a ∈ R.
I ñïîñîá. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ. Ïóñòü t = |x|, t ≥ 0. Ýòó
çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å: �Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
a óðàâíåíèå t2 − (3a − 1)t + 2a2 − a = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ?� Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, óðàâíåíèå èìååò äâà
ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ t1 è t2 (t1 6= t2), òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êîðíÿ t1, −t1, t2 −t2 (áîëåå
÷åòûðåõ êîðíåé èñõîäíîå óðàâíåíèå èìåòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó ïðè
x ≥ 0 è ïðè x < 0 ýòî óðàâíåíèå � êâàäðàòíîå).
Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ t2 − (3a − 1)t + 2a2 − a = 0. Âû÷èñëèì
äèñêðèìèíàíò D:

D = (3a−1)2−4(2a2−a) = 9a2−6a+1−8a2 +4a = a2−2a+1 = (a−1)2,

îòêóäà t1 = a, t2 = 2a− 1.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ òðè óñëîâèÿ: t1 > 0, t2 > 0, t1 6= t2. Îòñþäà
ïîëó÷àåì ñèñòåìó




a > 0,

2a− 1 > 0,

2a− 1 6= a

⇔
{
a > 1

2 ,

a 6= 1.

Èòàê, a ∈ (1
2 ; 1
) ∪ (1; +∞).

Îòâåò:
(1

2 ; 1
) ∪ (1; +∞)

Çàìå÷àíèå. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç ïàðàìåòð (òî åñòü äèñêðèìèíàíò ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì êâàäðàòîì íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ), äàííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ,
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èñïîëüçóþùèé ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîðíåé, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûõ. À êàê ïîñòóïèòü â îáùåì ñëó÷àå? II ñïîñîá
ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè óñëîâèé ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ òî÷åê è ïðåäëàãàåòñÿ
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì áàëëîì ïðè
íàëè÷èè ïîäðîáíîãî îáîñíîâàííîãî ðåøåíèÿ ñ íåîáõîäèìûìè ñëîâåñíûìè
ïîÿñíåíèÿìè. Íàáîð ôîðìóë ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì áåç îáîñíîâàíèÿ è
ïîÿñíåíèé îöåíèâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì áàëëîì. Ïðàâèëüíûé îòâåò áåç
îáîñíîâàíèé è ïîÿñíåíèé � 0 áàëëîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëå ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ áèëåòà íóæíî çàïîëíèòü òàáëèöó
îòâåòîâ, ïîìåùåííóþ íà ïåðâîé ñòðàíèöå ÷èñòîâèêà. Åñëè Âû íå
ïðèñòóïàëè ê ðåøåíèþ çàäà÷è, òî â êëåòêå ïîñòàâüòå ïðî÷åðê. Íàïðèìåð,
äëÿ äàííîãî îòêðûòîãî áèëåòà çàïîëíåííàÿ òàáëèöà îòâåòîâ âûãëÿäèò
òàê

1 2 3 4 5 6
−1 2,5 (−∞; log5 4] ∪ [1; +∞) −1 2; 3 (−∞;−5) ∪ [1; +∞)

7 8 9
π
2 ; 3π

4 ; 7π
4 9 (1

2 ; 1) ∪ (1; +∞)
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